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RESUMO

Neste artigo analisamos o conceito de consequência lógica. Partimos 
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ção de formalização da consequência dedutiva. Discutimos aspectos 
lógicos conceptuais deste desenvolvimento e apresentamos contri-
buições nossas da formalização da consequência à la Tarski.
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ABSTRACT

In the paper, we analyse the concept of logical consequence. We 
start from some traditional view and go in direction to a notion of 
formalization of deductive consequence. We discuss conceptual and 
logical aspects of this development and present some contributions 
relative to the formalization of consequence à la Tarski.

Keywords: Logical consequence. Inference. Consequence operator. 
Consequence relation. Universal logic.

INTRODUÇÃO

Pretendemos discutir o conceito de consequência num sentido 
muito amplo, bem maior que o usualmente tratado nos compêndios 
sobre lógica. Certamente caminharemos na direção desta abordagem 
mais usual, mas destacamos que também é uma atribuição lógico-fi-
losófica pensar na consequência em suas mais variadas concepções.

O ponto inicial para entendermos o conceito de consequência 
é considerar que podemos obter uma ou mais informações a partir de 
uma coleção de informações dadas. Chamaremos, como é feito usu-
almente em lógica, as informações iniciais de premissas, e as obtidas 
de conclusões. Aqui nos deteremos em avaliar as situações em que 
as conclusões são únicas.

Vamos denotar uma consequência do seguinte modo: D ↷ j, em 
que D representa a coleção de premissas, j é a conclusão e ↷ indica 
a passagem das premissas para a conclusão. Precisamos refletir sobre 
quem são os membros de D∪{j} e o que está por trás do símbolo ↷.

Os elementos que compõem o conjunto D∪{j} receberam, ao 
longo da história, nomes e caracterizações levemente distintas. Como 
exemplos citamos as expressões “enunciados”, “juízos”, “leis”, “jul-
gamentos”, “proposições”, “sentenças”, entre outras. Há muitas dis-
cussões em torno desses termos, mas não trataremos disto aqui. 

Contudo, uma visão geral é que eles são portadores de verda-
de, isto é, há sentido em dizer que cada um destes termos, num dado 
contexto, é verdadeiro ou falso.

Para unificar o discurso, vamos chamá-los de proposições. As-
sim, a ideia de consequência está na relação que o símbolo ↷ esta-
belece, convencionalmente, entre as premissas e a conclusão, todas 
proposições. 
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Mas a expressão consequência também evoca as expressões 
“argumento”, “raciocínio” e “inferência”. Serão elas sinônimas ou 
terão significados distintos? Buscamos a conceituação destes termos 
e defendemos alguma distinção entre eles.

Para a abordagem usual da lógica, que trata da consequência 
lógica, a caracterização desta relação ↷ de consequência fica muito 
clara e precisa, como veremos na Seção 4. Mas para a versão ampla, 
precisaremos de alguns cuidados que procuramos evidenciar.

	

Argumentos, raciocínios e inferências
	
Desde a Antiguidade, observamos o interesse na investigação 

sobre a validade de argumentos. Aristóteles (384-322 a. C.) iniciou 
estudo sistemático das formas de argumentação ou de raciocínios no 
seu Organon.

Nas nossas apresentações do tópico, surgirão estas expressões 
que julgamos conhecidas e elas serão tomadas com suas caracteriza-
ções informais. Na frase acima, podemos entender que argumento e 
raciocínio são sinônimos. Contudo, conforme afirmamos na introdu-
ção, buscamos fazer alguma distinção.

Argumento pode ser visto ainda como uma disputa ou con-
fronto, mas não será essa a abordagem que priorizaremos.

O nosso conceito de argumento pressupõe um encadeamento 
ordenado e justificado de proposições que oferece razões aceitáveis 
para que ele suporte ou garanta a conclusão. Assim não basta termos 
uma coleção de proposições D∪{j}. Se não tivermos justificativas 
para cada proposição que ocorre no encadeamento, bem como para a 
ordem imposta entre estas proposições, julgamos que não temos um 
argumento. 

Assim, argumento é uma relação de consequência D ↷ j jus-
tificada.

Para obtermos a conclusão a partir das premissas podemos uti-
lizar um único argumento ou vários. É razoável, porém, como fare-
mos, que tais argumentos sejam em número finito. 

Ao buscarmos definições informais para o termo raciocínio, 
encontramos algo como: (1) uso da razão, principalmente para a ob-
tenção de conclusões, inferências ou julgamentos; (2) o ato ou pro-
cesso de construir conclusões a partir de fatos; (3) o ato ou processo 
pelo qual uma pessoa raciocina; (4) o processo de formar conclusões, 
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julgamentos ou inferências a partir de fatos ou premissas. Usamos 
algumas das expressões que temos destacado para definir a outra.

Notemos que nas caracterizações de raciocínio apresentadas 
acima usamos, com frequência, o artigo definido “o”, vamos tomá-lo 
como um ato uno. Cada explicação de um argumento é um raciocí-
nio, isto é, estamos convencionando que os raciocínios são como 
unidades de composição de um argumento. Assim, um conjunto de 
raciocínios justifica um argumento e um conjunto de argumentos 
justifica uma conclusão. Um argumento pode apresentar diferentes 
tipos de raciocínios em sua justificação. Num argumento dedutivo, 
como veremos, cada vez que aplicamos uma regra de dedução, exe-
cutamos um raciocínio que compõe a justificação desse argumento. 
Já em um argumento não dedutivo, é permitida em sua justificação 
a utilização de raciocínios que podem não ter uma explicação com-
pletamente clara e precisa, como aquela oferecida por uma regra de 
dedução. Pode ser um raciocínio por emoção, por comparação, por 
hábito, por semelhança ou outro procedimento não dado numa regra.

Por inferência vamos designar o processo acabado D ↷ j de 
chegarmos numa conclusão a partir de premissas no qual um ou mais 
dentre os argumentos utilizados para justificar o processo podem, 
eventualmente, não estar completamente justificados.  

Assim, toda consequência é uma inferência, porém nem toda 
inferência é uma consequência. 

Certamente pode haver discordância sobre esta conceituação, 
mas entendemos que ela nos ajuda a ampliar a concepção do concei-
to de consequência, por meio do conceito de inferência. Dessa forma 
somos conduzidos para além da consequência lógica que utiliza so-
mente argumentos justificados por raciocínios dedutivos.  

	

Conceitos de inferência: dedutiva, indutiva e 
abdutiva

Como é bastante conhecido na literatura sobre consequência, 
temos pelo menos três tipos de inferência destacadas.

Desde a Antiguidade, a Lógica investiga sobre as relações de 
consequência, mas preferencialmente sobre a inferência dedutiva. 
Por muito tempo entendemos que a Lógica nos fornecia as “leis fun-
damentais do pensamento”. 

Diante desta perspectiva, a Lógica estabeleceu ambiente pro-
pício para a análise e desenvolvimento da inferência dedutiva. 
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Este tipo de consequência tinha, já na Antiguidade, a motiva-
ção da Matemática, que apresentava um exemplo de sistema axio-
mático dedutivo de enorme beleza e rigor, a Geometria de Euclides 
de Alexandria, em sua obra Os Elementos (EUCLIDES, 2009).  

O método dedutivo assegura que quando as premissas, hipó-
teses, condições iniciais de um problema são conhecidas, a correta 
aplicação do procedimento dedutivo, a dedução, conduz à conclusão 
de modo seguro. Em suma, o método dedutivo, corretamente apli-
cado, sempre leva premissas verdadeiras (ou aceitas) em conclusão 
verdadeira (aceita segundo as mesmas condições das premissas).

A justificação efetuada passo a passo das premissas até a con-
clusão no método dedutivo é chamado de demonstração.

Este método tem caráter determinístico e pode ser bem imple-
mentado por máquinas. Analistas dizem que com o seu desenvolvi-
mento, um sistema dedutivo apenas desvenda as informações que já 
constam das premissas e, por isso, ele não acrescentaria novidade 
no corpo de conhecimento. Mesmo se concordarmos com essa opi-
nião, restaria, ainda, a nova perspectiva dada à conclusão depois do 
processo de dedução. Tal nova perspectiva, de alguma forma, realça 
novos aspectos, que ainda não teriam sido totalmente explicitados 
pelas premissas antes do processo.

Um exemplo de argumento dedutivo é o seguinte: se “todos 
os mamíferos são mortais” e “todos os cães são mamíferos”, então 
“todos os cães são mortais”. Se as premissas são verdadeiras, e neste 
caso o são, então a conclusão tem que ser verdadeira.

A partir do renascimento, pensadores ilustres, principalmente 
britânicos como David Hume e John Locke, reconhecem que a ló-
gica praticada até aquele momento, apenas com os métodos deduti-
vos, não contemplaria todos os possíveis procedimentos inferenciais 
(SALMON, 1984).

Resultados de disciplinas empíricas poderiam admitir outros 
tipos de justificações. Apresentaram então outro tipo de inferência, 
a inferência indutiva ou indução. Esta é a indução de Hume, que 
ressaltamos ser distinta da indução por enumeração, encontrada em 
escritos de Aristóteles.

A indução propõe e admite concluir, a partir de alguns casos, 
muitos casos, porém não todos. Este tipo de raciocínio almeja con-
cluir sobre o todo operando sobre a parte. Um exemplo de inferência 
indutiva seria o seguinte: como “o sol tem aparecido todas as ma-
nhãs” então “ele aparecerá amanhã”. A premissa nos dá fortes razões 
para crermos na conclusão, contudo não é necessário que ocorra esta 
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conclusão. Temos apenas uma forte inclinação para aceitarmos a 
conclusão. Outro exemplo: se “a vacina de gripe tem protegido bem 
a população idosa’, então “o senhor Antônio, que é idoso e tomou 
a vacina, está protegido”. Apenas podemos esperar que a vacina de 
fato faça a proteção, mas nunca temos total segurança.

Temos ambientes científicos adequados para a sua reflexão e 
manipulação. A estatística é área da ciência que, dentre outras coisas, 
se ocupa do estudo da indução. Em geral as ciências da natureza são 
fundamentalmente calcadas nos métodos indutivos. Seus resultados 
são sempre prováveis, esperados, mas nunca garantidos absoluta-
mente.

Por isso, acreditam alguns pensadores da indução que este 
tipo de inferência teria sim algum compromisso com a novidade, 
com fatos não esperados. Por outro lado, a concepção de argumento 
justificado fica prejudicada, uma vez que nem sempre podemos dar 
boas razões para suportar certas conclusões indutivas. A justificação 
indutiva ainda é uma questão a ser refletida e talvez, se possível, en-
frentada. Alguns defendem que não tem sentido exigir a justificação 
como na dedução para a indução.

Pierce considerou que nem mesmo a junção das inferências 
dedutivas e indutivas daria conta do enorme espectro inferencial 
(GONZALEZ, HASELAGER, 2002). O pensador estadunidense 
destacou que existem situações em que uma explicação original, 
não esperada, inovadora, que por vezes ocorre com o conhecimento, 
não poderiam ser concretizadas por uma dedução nem tão pouco por 
uma indução. Nestes casos, a mente, ou razão, exerce uma operação 
inusitada e cria uma explicação nova e satisfatória, sem efetuar um 
raciocínio baseado nos dois métodos de inferência mencionados.

A este tipo de inferência, Pierce chamou abdução ou inferência 
abdutiva. 

A abdução parece estar vinculada ao novo, ao inédito, à criati-
vidade (para além da criação). 

Este procedimento inferencial ainda recebe muitas, necessá-
rias e relevantes avaliações. Precisa ser melhor compreendido. Há 
mesmo uma disputa se a abdução seria, de fato, um novo método de 
inferência ou se a indução daria conta daquilo apregoado à abdução.

Devido a estas considerações, ao se apresentar um argumento 
discursivo e indutivo, usual nas ciências humanas, é bom não usar-
mos a expressão demonstração. É melhor dizer que o autor expôs, 
argumentou ou defendeu uma tese, mas não que ele demonstrou. 
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Apesar de parecer dar maior força ao argumento, a expressão não é 
adequada. Uma demonstração correta não pode ser revogada dentro 
do sistema formal em que foi realizada, os demais argumentos sim.

A seguir, concentramo-nos no conceito de consequência de-
dutiva. Caminharemos de uma visão mais geral e intuitiva para uma 
mais específica e formalizada.

Consequência formal

A noção de consequência, como vimos em nossa abordagem 
inicial, se apoia na argumentação, em linguajar menos formal usa 
expressões como: “então”, “portanto”, “deste modo”, “por isso”, 
“assim sendo” para associar as premissas com a conclusão. Elas são 
abundantes nos textos acadêmicos e científicos.

Num contexto mais próximo da lógica, a relação G ↷ j apare-
ce como sinônimo de expressões como: “G deduz j”, “j é derivada 
de G”, “G infere j”, “G implica j”, “G garante j”, “G produz j”, “j 
segue de G”, “obtém-se j de G”. 

É mister indicar como se dá, formalmente, esta passagem de G 
para j. Intuitivamente, tem algo a ver com a preservação de verdade 
ou de alguma outra propriedade do conjunto G para a proposição j. 

Também usamos com grande frequência o operador de impli-
cação ®, que age como um conectivo de condicional para propo-
sições do tipo “se ___, então ___”, “se j, então y”, em que j é o 
antecedente e y é o consequente. 

Certamente fazemos uma distinção entre os conceitos envolvi-
dos em j ® y e {j} ↷ y. Dadas duas proposições quaisquer j e y, 
sempre podemos escrever a proposição j ® y. Assim, o operador ou 
conectivo ® apenas operou e gerou a proposição    j ® y. Contudo 
↷ exige argumentos e métodos que de alguma forma justifiquem o 
relacionamento estabelecido entre a premissa {j} (no caso, unária) 
e a conclusão y, {j}↷y.

Na lógica clássica e muitas outras lógicas que respeitam um 
importante resultado metateórico, conhecido como Teorema da De-
dução, estes dois conceitos podem ser relacionados, segundo uma 
caracterização bem específica: ?

D ⊢ j ® y se, e somente se, D∪{j} ⊢ y,
Situação em que  é identificado com . Na próxima seção, 

estes conceitos ficam mais claros. Contudo, isto em geral não vale e 
precisamos realçar essa situação.
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Voltemos à reflexão sobre a passagem de G para j.
Um critério recorrente para esta relação se funda no aspecto da 

formalidade em contraposição ao aspecto material da consequência. 
No argumento “Ana é magra e casada. Portanto, Ana é casada”, 

a conclusão não depende de quem é Ana e o que significa ser magro ou 
casado. Se as premissas “Ana é magra” e “Ana é casada” (ou premissa 
“Ana é magra e casada”) são corretas, então a conclusão também é 
correta. Dizemos que o argumento vale devido apenas a sua forma.

Agora no argumento, como “Ana é casada com o filho de Ma-
ria”, então “Ana é nora de João”, só pode ser validado se apelamos 
a um fato material que alguém pode saber, mas não consta do ar-
gumento, que “Maria e João são casados”. Este é um exemplo de 
consequência material em contraposição à formal. Para a conclusão 
se faz necessário mais informações do que consta nas premissas e 
precisamos ainda entender também o seu conteúdo. Agora precisa-
mos adicionalmente entender o significado de “nora”.

Isto nos remete a uma antiga reflexão sobre os termos “forma” 
e “conteúdo”. Decorre daí a denominação de lógica formal. Para as 
leis da lógica, precisam ser respeitados os aspectos formais.

Mas isto não é tudo.
Tarski defendeu que a relação de consequência lógica deve 

respeitar os seguintes aspectos: (a) necessidade: as premissas têm 
que ser necessárias para a conclusão, assim sendo, não há situação 
(mundo possível) em que as premissas sejam verdadeiras (válidas) 
e a conclusão não; (b) consequência formal: apenas o caráter formal 
envolve a relação de consequência. O significado ou conteúdo dos 
termos envolvidos não devem ajudar ou atrapalhar a validade da re-
lação de consequência; (g) A validade de uma consequência deve ter 
apenas influência de conhecimento a priori. O argumento não pode 
ser influenciado por qualquer aspecto de conhecimento empírico.

Consequência sintática (demonstrações) e 
semântica (modelos)

Para tratarmos com mais cuidado, como nos manuais de lógi-
ca, das chamadas consequências sintáticas e semânticas, abordare-
mos o conceito de sistema formal S. Muitas das demonstrações em 
disciplinas próximas à Matemática, como a Física e a Química, não 
se baseiam integralmente em sistemas formais, mas num sistema se-
miformal, que apenas evocam aspectos da formalização apresentada 
pela Matemática. 
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O primeiro item a compor um sistema formal contemporâneo 
é sua linguagem. Ela fica determinada ao se explicitar o seu conjunto 
de símbolos, algumas vezes chamado de alfabeto, o qual denotamos 
aqui por A. 

Na busca por clareza e objetividade, trocamos a linguagem na-
tural por linguagens artificiais ou formais. 

O conjunto das expressões geradas a partir do alfabeto A é o 
conjunto de todas as sequências finitas de símbolos de A ou justapo-
sições finitas de símbolos de A. 

Para a distinção das expressões bem formadas deste sistema 
formal, temos regras gramaticais precisas.

Dentre estas expressões bem formadas, destacamos o conjunto 
das fórmulas, o qual denotamos por F. Dependendo do sistema for-
mal considerado, podemos ter outras classes de expressões bem for-
madas. Indicamos as fórmulas por letras gregas minúsculas: j, y, s.

Outro item que ocorre nos sistemas formais axiomáticos é um 
conjunto de axiomas ou postulados, o qual denotamos por P. O con-
junto dos axiomas é subconjunto do conjunto das fórmulas. Assim, 
o que representa as leis do sistema axiomático são as fórmulas, estas 
últimas serão os portadores de verdade, aqueles elementos que serão 
tomados como verdadeiros ou falsos.

Podemos desenvolver sistemas formais que não sejam axio-
máticos. Nestes casos, o conjunto P é vazio e ainda assim termos 
uma relação de consequência muito precisa. São exemplos de tais 
sistemas formais os tablôs, os sistemas de dedução natural e alguns 
cálculos de sequentes.

O último componente de um sistema formal é o conjunto R 
das regras de dedução. Não há sistema formal sem regras. São es-
tas regras que possibilitam a dedução ou demonstração no sistema 
formal, isto é, a passagem de uma situação para outra situação que 
explicita a noção de dedução.

Num sistema axiomático, chamamos de teorema cada fórmula 
j que:

(i) é um dos axiomas de S; ou
(ii) é conclusão de uma regra de dedução de R em que as hipó-

teses são teoremas de S.

Assim, um sistema formal S é uma quádrupla S = (A, F, P, R), 
em que:

(i) A é um conjunto, frequentemente enumerável, de símbolos, 
o alfabeto de S. 
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Uma sequência finita de símbolos de A é uma expressão de S.
(ii) F é o conjunto das expressões bem formadas de S. 
(iii) P é um subconjunto de F, o conjunto dos axiomas ou pos-

tulados de S. 
(iv) R é um conjunto finito de regras entre fórmulas, as regras 

de dedução, tais que se R(j1, j2, ..., jn, y) ⊆ R, então a fórmula y, 
conclusão da regra, é deduzida pela regra R de ji, 1 ≤ i ≤ n.

Num sistema formal ou sistema axiomático, os conceitos de 
dedução e demonstração são muito precisos e inequívocos. Eles ca-
racterizam precisamente o que chamamos de consequência sintática 
ou consequência dedutiva.

Uma demonstração em S é uma sequência j1, j2, ..., jn de 
fórmulas tais que, para cada i, 1 ≤ i ≤ n, ji é um axioma ou ji é dedu-
zida de fórmulas precedentes por alguma regra R de R. Um teorema 
de S é como chamamos a última fórmula jn de uma demonstração. 
A fórmula jn é o teorema e o procedimento é uma demonstração de 
jn em S.

Segue destas definições que uma demonstração é um procedi-
mento e é finito, pois acaba no passo n.

O conceito de dedução é uma leve ampliação do conceito de 
demonstração, de modo que toda demonstração é um caso de dedu-
ção.

Uma fórmula y é deduzida ou derivada em S de um conjunto 
G de fórmulas, o que é denotado por G  y, se existe uma sequência 
j1, j2, ..., jn de fórmulas de maneira que para cada 1 ≤ i ≤ n, ji é um 
axioma, ou ji ⊆ G, ou ji é deduzido de fórmulas que ocorrem ante-
riormente na sequência, e jn é y. Esta sequência é uma dedução de 
y a partir de G. Os membros de G são as premissas ou hipóteses e y 
é a conclusão da dedução.

Uma fórmula y deduzida do conjunto vazio, isto é,  ∅  y, é 
um teorema de S e é usualmente denotado apenas por   y.

Observamos que esta caracterização da dedução formal explica 
completamente a inferência dedutiva. Mais do que uma inferência, 
este é um argumento dedutivo, pois cada passo da dedução precisa 
estar muito bem justificado. Ele preserva os aspectos de necessidade, 
formalismo e a prioridade.
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No cotidiano da matemática usual, não somos tão explícitos 
nas deduções e demonstrações. O texto fica menos pedante, mais 
breve, embora menos preciso, perfeitamente compreensível pelos 
praticantes. Se fizermos questão da precisão, teremos que pagar o 
preço da prolixidade. 

Por outro lado, ainda no ambiente dos sistemas formais, temos 
o conceito de consequência semântica.

	 Assim é que atribuímos um valor (valoramos, interpretamos) 
para os elementos sintáticos de S, no nosso caso, as fórmulas de S, 
sendo esse valor um elemento de uma estrutura matemática a parte 
dos elementos de S. Esta estrutura pode até ser gerada por elementos 
de S, mas isto não é essencial.

A atribuição de valores mencionada acima, também chamada 
de valoração ou interpretação, é dada por uma função, um conceito 
bastante preciso, que atribui a cada fórmula, exatamente um signifi-
cado na estrutura matemática considerada como semântica ou mo-
delo para a lógica. 

Uma lógica, como vimos, pode ter teoremas e não teoremas. 
Assim a estrutura semântica deve conter elementos para interpretar 
estes e os demais itens. Chamamos mais especificamente de modelo 
uma parte da estrutura semântica que interpreta a parte relevante de 
S, fundamentalmente os teoremas e leis validadas.

Para simplificar, temos uma função x: S ® M, em que x é a 
função de interpretação, S fica determinado por suas fórmulas e M é 
a sua estrutura semântica.

A consequência semântica é denotada por: G ⊨ j, para G∪{j} 
⊆ For(S).

Também entendemos que j foi obtida de G, mas como se dá 
esta relação de consequência?

A ideia agora é que se a interpretação x leva cada elemento de 
G em elementos que representam a verdade, ou melhor, a validade 
em M, então esta interpretação também leva o elemento j num ele-
mento válido de M.

De modo breve, a consequência semântica é válida, é acei-
tável, quando a interpretação leva elementos válidos em elementos 
válidos. Da tradição da lógica, é tal que leva verdades em verdades.

Seja x(G) = {x(g) : g ⊆ G} o conjunto dos valores dos elemen-
tos de G em M e D ⊆ M, o conjunto que representa os elementos 
válidos de M. Podemos indicar a consequência semântica por:

G ⊨ j se, e somente se, x(G) ⊆ D ⇒ x(j) ⊆ D.
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Também gostaríamos de mostrar que G ⊢ j ⇔ G ⊨ j, isto é, 
que os dois conceitos de consequência formal, sintática e semântica, 
são equivalentes. Para muitos sistemas formais importantes este re-
sultado vale, porém não sempre.

Formalização de Tarski
	
Em meados da década de 1930, Alfred Tarski, um lógico mate-

mático polonês, introduziu a definição de operador de consequência 
(de Tarski) com a finalidade de caracterizar, através de uma função, o 
conceito de consequência lógica. Tarski buscou aspectos gerais que 
as muitas lógicas conhecidas naquele momento tinham em comum. 
Assim, a definição de Tarski engloba uma classe bastante ampla de 
lógicas, mas não todas as lógicas. Aquelas lógicas que respeitam esta 
definição de operador de consequência são nomeadas de lógicas de 
Tarski (FEITOSA, NASCIMENTO, SILVESTRINI, 2014).

Definição 1: Um operador de consequência sobre E é a uma 
função C: P(E) ® P(E) tal que, para todos A, B ⊆ E, valham:

(C1) A ⊆ C(A) [autodedutibilidade]
(C2) A ⊆ B => C(A) ⊆ C(B) [monotonicidade]
(C3) C(C(A)) ⊆ C(A) [idempotência].
	
Para todo operador de consequência C, por (C1) e (C3), vale a 

igualdade C(C(A)) = C(A).

Definição 2: Um operador de consequência C sobre E é finitá-
rio quando, para todo A ⊆ E:

(C4) C(A) = ∪{C(Af) : Af é subconjunto finito de A}.

Tarski mostrou, em seus textos que, (C1), (C3) e (C4) garantem 
(C2).

	
Definição 3: Espaço de Tarski (sistema dedutivo, espaço de 

fecho, lógica) é um par (E, C), em que E é um conjunto qualquer e 
C é um operador de consequência sobre E.

Esta definição é bastante geral, pois entende como lógica todo 
conjunto sobre o qual caracterizamos um operador de consequência 
de Tarski. As lógicas usualmente encontradas nos textos de lógica 
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são mais específicas, por trazerem muitos mais elementos definido-
res. Contudo, de modo geral, são sistemas de Tarski.

Definição 4: Seja C um operador de consequência sobre E, 
o conjunto A é fechado em (E, C) quando C(A) = A, e A é aberto 
quando o complementar de A, denotado por AC, é fechado em (E, C).

Proposição 5: Se (E, C) é um espaço de Tarski, então o domí-
nio E é fechado, o conjunto ∅ é aberto e para todo A ⊆ E, o conjunto 
C(A) é fechado.		  ■

Proposição 6: Toda intersecção de conjuntos fechados num 
espaço de Tarski (E, C), é ainda um conjunto fechado. Toda união de 
conjuntos abertos é um aberto de (E, C). ■

Certamente, C(∅) e E correspondem ao menor e ao maior fe-
chados, respectivamente, associados ao operador de consequência C 
sobre o conjunto E.

Definição 7: Um espaço de Tarski (E, C) é vácuo se C(∅) = 
∅.

Definição 8: Num espaço de Tarski (E, C), dois elementos x, y 
⊆ E são equivalentes relativos ao operador C, o que é denotado por 
x ~ y, se C({x}) = C({y}).

Com estes elementos, demos uma caracterização matemática 
para o conceito de lógica.

Relação ou função

Nos textos de lógica, com frequência, associamos o conceito 
de consequência a uma relação que atribui a cada conjunto de pre-
missas exatamente um elemento como consequência, a conclusão. 

Esta abordagem generaliza a nossa concepção de inferência.

Definição 9: Denominamos uma relação R ⊆ E × E de equipo-
tente; e uma relação R ⊆ P(E) × E de não-equipotente, em que P(E) 
é o conjunto das partes de E.
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Daí, uma relação de consequência de conclusão unitária é um 
caso de relação de consequência não-equipotente, enquanto que uma 
relação de consequência de múltiplas conclusões será exemplo de 
relação de consequência equipotente. 

O conceito de operador de consequência de Tarski, definido 
na seção anterior, é um exemplo de relação equipotente, visto que 
C: P(E) ® P(E), isto é, a função C é uma relação contida em  P(E) 
× P(E).

Definição 10: Seja E um conjunto não vazio. Para A∪B∪{x, 
y} ⊆ E, a relação ⊢ ⊆ P(E) × E é uma relação de consequência sobre 
E se valem as condições:

(R
1
) {x} ⊢ x

(R
2
) A ⊢ x => A∪B ⊢ x

(R
3
) A ⊢ x e A∪{x} ⊢ y => A ⊢ y.

Denotamos o sistema dedutivo dado pelo conjunto E e a rela-
ção de consequência ⊢ sobre E por (E, ⊢).

Proposição 11: A relação de consequência ⊢ acima, sobre E, 
determina uma relação de ordem parcial dada por: 

(i) {x} ⊢ x; (ii) {x} ⊢ y e {y} ⊢ z => {x} ⊢ z; (iii) {x} ⊢ y 
e {y} ⊢ x ⇔ x ~ y.

Demonstração: (i) é consequência de (R1), (ii) se {x} ⊢ y e 
{y} ⊢ z, por (R2), {x} ⊢ y e {x}∪{y} ⊢ z e, daí, por (R3), {x} ⊢ z; 
(iii) decorre de x e y terem as mesmas consequências.	 ■

Proposição 12: Se (E, C) é espaço de Tarski, então a relação 
induzida por A ⊢ x ⇔ x ⊆ C(A) determina uma relação de consequ-
ência conforme a Definição 6.2.

Demonstração: Por (C1), {x} ⊆ C({x}) ⇔ x ⊆ C({x}) ⇔ {x} 
⊢ x. Assim, vale (R

1
).

Se A ⊢ x, pela indução, x ⊆ C(A) e, daí, por (C2), como A ⊆ 
A∪B, x ⊆ C(A∪B). Mais uma vez pela indução, A∪B ⊢ x. Então, 
vale (R

2
).

	 Se A ⊢ x e A∪{x} ⊢ y, pela indução, x ⊆ C(A) e y ⊆ 
C(A∪{x}). Daí, por (C2), y ⊆ C(A∪ C(A)) e, por (C1), y ⊆ C(C(A)) 
= C(A). Pela indução, A ⊢ y. Logo, vale (R3). ■

Agora, a recíproca.
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Proposição 13: Se (E, ⊢) representa uma relação de consequ-
ência segundo a Definição 6.2 e definimos C(A) = {x : A ⊢ x}, então 
C é um operador de Tarski sobre E.

Demonstração: Por (R5), se x ⊆ A => A ⊢ x e, portanto, A ⊆ 
C(A), donde vale (C

1
).

Se A ⊆ B e y ⊆ C(A), então A ⊢ y. Por (R
2
), A∪B ⊢ y e, assim, 

B ⊢ y. Daí, y ⊆ C(B) e vale (C
2
).

De (R3) temos que A ⊢ x e A∪{x} ⊢ y => A ⊢ y. Daí e segundo 
o operador C, temos que, para todo x, se x ⊆ C(A) e y ⊆ C(A∪{x}), 
então y ⊆ C(A), então, por (R1) e (R2), se y ⊆ C(A∪C(A)) = C(C(A)), 
então y ⊆ C(A). Desse modo, vale (C

3
).	 ■

A nossa relação de consequência é tal que a cada momento 
obtemos um elemento x a partir de um conjunto A, o que é denotado 
por A ⊢ x. Podemos abusar da notação e escrever A ⊢ B, se A ⊢ y, 
para todo y ⊆ B.

Nas lógicas conhecidas, é bastante comum a presença de teo-
remas. Teoremas são aqueles elementos essenciais em algumas lógi-
cas e tais que não dependem de quaisquer elementos anteriores. Por 
isso são obtidos do conjunto vazio ∅.

Definição 14: O conjunto dos teoremas de (E, ⊢) é dado por 
T = {x ⊆ E : ∅ ⊢ x}.

Também ocorrem com frequência nas lógicas os elementos ex-
plosivos, aqueles que geram todos os demais elementos.

Definição 15: O conjunto dos elementos explosivos de (E, ⊢) 
é dado por ^ = {x ⊆ E : x ⊢ E}.

Proposição 16: Se (E, C) admite teoremas, então cada ele-
mento t ⊆ T é maximal com relação à ordem da Proposição 6.3.

Demonstração: Como ∅ ⊢ t, então para todo x ⊆ E, temos que 
{x} ⊢ t. Logo, segundo esta ordem, nenhum elemento é maior que 
qualquer teorema t.	 ■

Para cada t ⊆ T, temos que a classe C(t) = T e para cada e ⊆ ^, 
C(e) = E. Num sistema esqueleto, dado pela relação de equivalência 
~ da Proposição 5.8,  então ^ é o menor elemento e T é o elemento 
máximo, segundo a ordem do sistema esqueleto.
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Proposição 17: Se (E, C) admite elementos explosivos, então 
cada elemento e ⊆ ^ é minimal com relação à ordem da Proposição 
6.3.

Demonstração: Imediato pela definição de ^.	 ■

Considerações finais

Neste artigo apresentamos caracterizações sutilmente distintas 
para os termos “argumento”, “raciocínio” e “inferência”, os quais 
geralmente são tomados como sinônimos.

Ao longo da maior parte da exposição falamos de consequên-
cia como uma relação entre uma ou mais premissas e uma conclu-
são, mas, claramente, poderíamos considerar conclusões múltiplas e 
mantermos de forma análoga os conceitos discutidos. O operador de 
consequência na Definição 1, por exemplo, é um caso em que temos 
conclusões múltiplas.

No ambiente formal, pudemos definir precisamente o conceito 
de consequência dedutiva. Algo interessante seria tratar de maneira 
semelhante os conceitos de consequência indutiva e consequência 
abdutiva. 

Na literatura encontramos artigos que buscam tratar, de alguma 
forma, as inferências indutivas, como o de Reiter (1980) que forma-
liza argumentos padrões do tipo “na ausência de alguma informação 
contrária, assume-se...”, ou seja, argumentos que ‘quase sempre’ são 
verdadeiros, com algumas exceções. Também Grácio (1999) intro-
duziu uma família de sistemas lógicos a fim de formalizar algum tipo 
de argumento indutivo, em que cada representante é chamado lógica 
modulada. Bem como encontramos artigos que tentam formalizar o 
conceito de inferência abdutiva, por exemplo, (ALISEDA, 2006) e 
(DILLIG, DILLIG, 2013). 

Como pesquisas futuras ainda podemos explorar artigos que 
tratam destes dois tipos de consequência, indutiva e abdutiva, e, qui-
çá, sustentar nossas próprias formulações.
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