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RESUMO

Neste artigo analisamos o conceito de consequéncia logica. Partimos
de alguns olhares bastante tradicionais e caminhamos para uma no-
¢do de formalizacdo da consequéncia dedutiva. Discutimos aspectos
logicos conceptuais deste desenvolvimento e apresentamos contri-
bui¢des nossas da formalizacdo da consequéncia a /a Tarski.

Palavras-chave: Consequéncia logica. Inferéncia. Operador de con-
sequéncia. Relacdes de consequéncia. Logica universal.
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ABSTRACT

In the paper, we analyse the concept of logical consequence. We
start from some traditional view and go in direction to a notion of
formalization of deductive consequence. We discuss conceptual and
logical aspects of this development and present some contributions
relative to the formalization of consequence a /a Tarski.

Keywords: Logical consequence. Inference. Consequence operator.
Consequence relation. Universal logic.

INTRODUCAO

Pretendemos discutir o conceito de consequéncia num sentido
muito amplo, bem maior que o usualmente tratado nos compéndios
sobre logica. Certamente caminharemos na dire¢ao desta abordagem
mais usual, mas destacamos que também ¢ uma atribui¢do 16gico-fi-
losofica pensar na consequéncia em suas mais variadas concepgoes.

O ponto inicial para entendermos o conceito de consequéncia
¢ considerar que podemos obter uma ou mais informagdes a partir de
uma colegao de informagdes dadas. Chamaremos, como ¢ feito usu-
almente em logica, as informacgdes iniciais de premissas, e as obtidas
de conclusoes. Aqui nos deteremos em avaliar as situagdes em que
as conclusdes sdo Unicas.

Vamos denotar uma consequéncia do seguinte modo: A ™ ¢, em
que A representa a colecdo de premissas, ¢ ¢ a conclusdo e 7 indica
a passagem das premissas para a conclusdo. Precisamos refletir sobre
quem sdo os membros de AU{p} e o que esta por tras do simbolo ™.

Os elementos que compdem o conjunto AU {¢} receberam, ao
longo da histdria, nomes e caracterizagdes levemente distintas. Como
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exemplos citamos as expressoes “enunciados”, “juizos”, “leis”, “jul-
gamentos”, “proposi¢des”, “sentengas”, entre outras. Ha muitas dis-
cussoes em torno desses termos, mas nao trataremos disto aqui.

Contudo, uma visao geral ¢ que eles sdo portadores de verda-
de, isto ¢, ha sentido em dizer que cada um destes termos, num dado
contexto, € verdadeiro ou falso.

Para unificar o discurso, vamos chama-los de proposicoes. As-
sim, a ideia de consequéncia estd na relagdo que o simbolo ™ esta-
belece, convencionalmente, entre as premissas € a conclusao, todas

proposicdes.
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Mas a expressdo consequéncia também evoca as expressdes
“argumento”, “raciocinio” e “inferéncia”. Serdo elas sindnimas ou
terdo significados distintos? Buscamos a conceituagao destes termos
e defendemos alguma distingao entre eles.

Para a abordagem usual da logica, que trata da consequéncia
logica, a caracterizagdo desta relagdo ™ de consequéncia fica muito
clara e precisa, como veremos na Se¢do 4. Mas para a versao ampla,
precisaremos de alguns cuidados que procuramos evidenciar.

Argumentos, raciocinios e inferéncias

Desde a Antiguidade, observamos o interesse na investigagao
sobre a validade de argumentos. Aristoteles (384-322 a. C.) iniciou
estudo sistematico das formas de argumentagdo ou de raciocinios no
seu Organon.

Nas nossas apresentagdes do topico, surgirdo estas expressoes
que julgamos conhecidas e elas serdo tomadas com suas caracteriza-
¢oes informais. Na frase acima, podemos entender que argumento e
raciocinio sdo sindnimos. Contudo, conforme afirmamos na introdu-
¢do, buscamos fazer alguma distingao.

Argumento pode ser visto ainda como uma disputa ou con-
fronto, mas ndo serd essa a abordagem que priorizaremos.

O nosso conceito de argumento pressupde um encadeamento
ordenado e justificado de proposicdes que oferece razdes aceitaveis
para que ele suporte ou garanta a conclusdao. Assim ndo basta termos
uma colegdo de proposi¢des AU{@}. Se ndo tivermos justificativas
para cada proposi¢ao que ocorre no encadeamento, bem como para a
ordem imposta entre estas proposic¢des, julgamos que ndo temos um
argumento.

Assim, argumento ¢ uma relagdo de consequéncia A ™ @ jus-
tificada.

Para obtermos a conclusdo a partir das premissas podemos uti-
lizar um Unico argumento ou varios. E razoavel, porém, como fare-
mos, que tais argumentos sejam em numero finito.

Ao buscarmos defini¢cdes informais para o termo raciocinio,
encontramos algo como: (1) uso da razdo, principalmente para a ob-
tencdo de conclusdes, inferéncias ou julgamentos; (2) o ato ou pro-
cesso de construir conclusdes a partir de fatos; (3) o ato ou processo
pelo qual uma pessoa raciocina; (4) o processo de formar conclusoes,
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julgamentos ou inferéncias a partir de fatos ou premissas. Usamos
algumas das expressdes que temos destacado para definir a outra.

Notemos que nas caracterizagdes de raciocinio apresentadas
acima usamos, com frequéncia, o artigo definido “0”, vamos toma-lo
como um ato uno. Cada explicacdo de um argumento ¢ um racioci-
nio, isto €, estamos convencionando que os raciocinios sdo como
unidades de composi¢do de um argumento. Assim, um conjunto de
raciocinios justifica um argumento € um conjunto de argumentos
justifica uma conclusdo. Um argumento pode apresentar diferentes
tipos de raciocinios em sua justificagdo. Num argumento dedutivo,
como veremos, cada vez que aplicamos uma regra de deducao, exe-
cutamos um raciocinio que compde a justificacdo desse argumento.
J4 em um argumento ndo dedutivo, ¢ permitida em sua justificag@o
a utilizag¢do de raciocinios que podem ndo ter uma explicagdo com-
pletamente clara e precisa, como aquela oferecida por uma regra de
deducdo. Pode ser um raciocinio por emog¢do, por comparagao, por
hébito, por semelhanga ou outro procedimento ndo dado numa regra.

Por inferéncia vamos designar o processo acabado A ™ ¢ de
chegarmos numa conclusdo a partir de premissas no qual um ou mais
dentre os argumentos utilizados para justificar o processo podem,
eventualmente, ndo estar completamente justificados. -

Assim, toda consequéncia ¢ uma inferéncia, porém nem toda
inferéncia ¢ uma consequéncia.

Certamente pode haver discordancia sobre esta conceituagao,
mas entendemos que ela nos ajuda a ampliar a concepgao do concei-
to de consequéncia, por meio do conceito de inferéncia. Dessa forma
somos conduzidos para além da consequéncia logica que utiliza so-
mente argumentos justificados por raciocinios dedutivos.

Conceitos de inferéncia: dedutiva, indutiva e
abdutiva

Como ¢ bastante conhecido na literatura sobre consequéncia,
temos pelo menos trés tipos de inferéncia destacadas.

Desde a Antiguidade, a Logica investiga sobre as relagdes de
consequéncia, mas preferencialmente sobre a inferéncia dedutiva.
Por muito tempo entendemos que a Logica nos fornecia as “leis fun-
damentais do pensamento”.

Diante desta perspectiva, a Logica estabeleceu ambiente pro-
picio para a analise e desenvolvimento da inferéncia dedutiva.
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Este tipo de consequéncia tinha, ja na Antiguidade, a motiva-
¢ao da Matemadtica, que apresentava um exemplo de sistema axio-
matico dedutivo de enorme beleza e rigor, a Geometria de Euclides
de Alexandria, em sua obra Os Elementos (EUCLIDES, 2009).

O método dedutivo assegura que quando as premissas, hipo-
teses, condicdes iniciais de um problema sao conhecidas, a correta
aplicacdo do procedimento dedutivo, a deducdo, conduz a conclusio
de modo seguro. Em suma, o método dedutivo, corretamente apli-
cado, sempre leva premissas verdadeiras (ou aceitas) em conclusao
verdadeira (aceita segundo as mesmas condigdes das premissas).

A justificacdo efetuada passo a passo das premissas até a con-
clusao no método dedutivo ¢ chamado de demonstragao.

Este método tem carater deterministico e pode ser bem imple-
mentado por maquinas. Analistas dizem que com o seu desenvolvi-
mento, um sistema dedutivo apenas desvenda as informacgdes que ja
constam das premissas e, por isso, ele ndo acrescentaria novidade
no corpo de conhecimento. Mesmo se concordarmos com essa opi-
nido, restaria, ainda, a nova perspectiva dada a conclusao depois do
processo de deducao. Tal nova perspectiva, de alguma forma, realga
novos aspectos, que ainda nao teriam sido totalmente explicitados
pelas premissas antes do processo.

Um exemplo de argumento dedutivo ¢ o seguinte: se “todos
os mamiferos sdo mortais” e “todos os cides sdo mamiferos”, entdo
“todos os caes sao mortais”. Se as premissas sao verdadeiras, e neste
caso 0 sdo, entdo a conclusdo tem que ser verdadeira.

A partir do renascimento, pensadores ilustres, principalmente
britanicos como David Hume e John Locke, reconhecem que a 16-
gica praticada até aquele momento, apenas com os métodos deduti-
vos, ndo contemplaria todos os possiveis procedimentos inferenciais
(SALMON, 1984).

Resultados de disciplinas empiricas poderiam admitir outros
tipos de justificagdes. Apresentaram entdo outro tipo de inferéncia,
a inferéncia indutiva ou inducdo. Esta ¢ a indugdo de Hume, que
ressaltamos ser distinta da indu¢do por enumeragdo, encontrada em
escritos de Aristoteles.

A indugdo propde e admite concluir, a partir de alguns casos,
muitos casos, porém nao todos. Este tipo de raciocinio almeja con-
cluir sobre o todo operando sobre a parte. Um exemplo de inferéncia
indutiva seria o seguinte: como “o sol tem aparecido todas as ma-
nhas” entdo “ele aparecerd amanha”. A premissa nos da fortes razdes
para crermos na conclusao, contudo nao € necessario que ocorra esta
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conclusdo. Temos apenas uma forte inclinagdo para aceitarmos a
conclusdo. Outro exemplo: se “a vacina de gripe tem protegido bem
a populagdo idosa’, entdo “o senhor Antonio, que ¢ idoso e tomou
a vacina, esta protegido”. Apenas podemos esperar que a vacina de
fato faca a protecdo, mas nunca temos total seguranca.

Temos ambientes cientificos adequados para a sua reflexdo e
manipulagdo. A estatistica ¢ area da ciéncia que, dentre outras coisas,
se ocupa do estudo da indug¢do. Em geral as ciéncias da natureza sao
fundamentalmente calcadas nos métodos indutivos. Seus resultados
sdo sempre provaveis, esperados, mas nunca garantidos absoluta-
mente.

Por isso, acreditam alguns pensadores da indugdo que este
tipo de inferéncia teria sim algum compromisso com a novidade,
com fatos nao esperados. Por outro lado, a concepgao de argumento
justificado fica prejudicada, uma vez que nem sempre podemos dar
boas razdes para suportar certas conclusdes indutivas. A justificagdo
indutiva ainda € uma questao a ser refletida e talvez, se possivel, en-
frentada. Alguns defendem que nao tem sentido exigir a justificacao
como na dedug¢do para a inducao.

Pierce considerou que nem mesmo a junc¢do das inferéncias
dedutivas e indutivas daria conta do enorme espectro inferencial
(GONZALEZ, HASELAGER, 2002). O pensador estadunidense
destacou que existem situacdes em que uma explicacdo original,
ndo esperada, inovadora, que por vezes ocorre com o conhecimento,
nao poderiam ser concretizadas por uma deducao nem tao pouco por
uma indugdo. Nestes casos, a mente, ou razao, exerce uma operagao
inusitada e cria uma explicagdo nova e satisfatoria, sem efetuar um
raciocinio baseado nos dois métodos de inferéncia mencionados.

A este tipo de inferéncia, Pierce chamou abdugao ou inferéncia
abdutiva.

A abdugao parece estar vinculada ao novo, ao inédito, a criati-
vidade (para além da criagdo).

Este procedimento inferencial ainda recebe muitas, necessa-
rias e relevantes avaliagdes. Precisa ser melhor compreendido. Ha
mesmo uma disputa se a abdug¢ao seria, de fato, um novo método de
inferéncia ou se a inducdo daria conta daquilo apregoado a abdugao.

Devido a estas consideragdes, ao se apresentar um argumento
discursivo e indutivo, usual nas ciéncias humanas, ¢ bom nao usar-
mos a expressdo demonstragdo. E melhor dizer que o autor expds,
argumentou ou defendeu uma tese, mas ndo que ele demonstrou.
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Apesar de parecer dar maior for¢a ao argumento, a expressao nao ¢
adequada. Uma demonstragao correta ndo pode ser revogada dentro
do sistema formal em que foi realizada, os demais argumentos sim.

A seguir, concentramo-nos no conceito de consequéncia de-
dutiva. Caminharemos de uma visdo mais geral e intuitiva para uma
mais especifica e formalizada.

Consequéncia formal

A nog¢do de consequéncia, como vimos em nossa abordagem
inicial, se apoia na argumenta¢do, em linguajar menos formal usa
expressoes como: “entdo”, “portanto”, “deste modo”, “por isso”,
“assim sendo” para associar as premissas com a conclusdo. Elas sao
abundantes nos textos académicos e cientificos.

Num contexto mais proximo da logica, a relagdo I' ™ ¢ apare-
ce como sindnimo de expressdes como: “I" deduz ¢, “@ ¢ derivada
de I, “T" infere ¢”, “T" implica ¢”, “T" garante ¢”, “I" produz ¢”, “@
segue de I'”, “obtém-se ¢ de I

E mister indicar como se d4, formalmente, esta passagem de T
para @. Intuitivamente, tem algo a ver com a preservacao de verdade
ou de alguma outra propriedade do conjunto I" para a proposic¢ao .

Também usamos com grande frequéncia o operador de impli-
cacdo ®, que age como um conectivo de condicional para propo-
sicdes do tipo “se  ,entdo __ ”, “se ¢, entdo YP”, em que @ € 0
antecedente e 1 ¢ o consequente.

Certamente fazemos uma distingao entre os conceitos envolvi-
dosem @ ® 1 e {¢} ™ . Dadas duas proposi¢des quaisquer @ € ),
sempre podemos escrever a proposicao ¢ ® . Assim, o operador ou
conectivo ® apenas operou e gerou a proposi¢do ¢ ® . Contudo
~~ exige argumentos e métodos que de alguma forma justifiquem o
relacionamento estabelecido entre a premissa {¢} (no caso, unaria)
¢ a conclusdo Y, {@} ™.

Na logica classica e muitas outras logicas que respeitam um
importante resultado metateorico, conhecido como Teorema da De-
dugdo, estes dois conceitos podem ser relacionados, segundo uma
caracterizagdo bem especifica: ?

A+ @ ® se, e somente se, AU{p} -,

Situagdo em que [2] ¢ identificado com [2. Na proxima secdo,
estes conceitos ficam mais claros. Contudo, isto em geral ndo vale e
precisamos realgar essa situacao.
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Voltemos a reflexao sobre a passagem de I' para .

Um critério recorrente para esta relagao se funda no aspecto da
formalidade em contraposi¢do ao aspecto material da consequéncia.

No argumento “Ana ¢ magra e casada. Portanto, Ana ¢ casada”,
a conclusdo ndo depende de quem € Ana e o que significa ser magro ou
casado. Se as premissas “Ana ¢ magra” e “Ana ¢ casada” (ou premissa
“Ana ¢é magra e casada”) s3o corretas, entdo a conclusdo também ¢
correta. Dizemos que o argumento vale devido apenas a sua forma.

Agora no argumento, como “Ana ¢ casada com o filho de Ma-
ria”, entdo “Ana € nora de Jodo”, s6 pode ser validado se apelamos
a um fato material que alguém pode saber, mas nao consta do ar-
gumento, que “Maria e Jodo sdo casados”. Este ¢ um exemplo de
consequéncia material em contraposicao a formal. Para a conclusao
se faz necessario mais informagdes do que consta nas premissas e
precisamos ainda entender também o seu contetdo. Agora precisa-
mos adicionalmente entender o significado de “nora”.

Isto nos remete a uma antiga reflexdo sobre os termos “forma”
e “conteudo”. Decorre dai a denominagdo de logica formal. Para as
leis da l6gica, precisam ser respeitados os aspectos formais.

Mas isto ndo € tudo.

Tarski defendeu que a relacdo de consequéncia logica deve
respeitar os seguintes aspectos: (o) necessidade: as premissas tém
que ser necessarias para a conclusdo, assim sendo, ndo ha situagao
(mundo possivel) em que as premissas sejam verdadeiras (validas)
e a conclusdo nao; (B) consequéncia formal: apenas o carater formal
envolve a relacdo de consequéncia. O significado ou conteudo dos
termos envolvidos ndo devem ajudar ou atrapalhar a validade da re-
lacdo de consequéncia; (y) A validade de uma consequéncia deve ter
apenas influéncia de conhecimento a priori. O argumento nao pode
ser influenciado por qualquer aspecto de conhecimento empirico.

Consequéncia sintatica (demonstracoes) e
semantica (modelos)

Para tratarmos com mais cuidado, como nos manuais de 16gi-
ca, das chamadas consequéncias sintaticas e semanticas, abordare-
mos o conceito de sistema formal S. Muitas das demonstragdes em
disciplinas proximas a Matematica, como a Fisica e a Quimica, nao
se baseiam integralmente em sistemas formais, mas num sistema se-
miformal, que apenas evocam aspectos da formalizacao apresentada
pela Matematica.
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O primeiro item a compor um sistema formal contemporaneo
¢ sua linguagem. Ela fica determinada ao se explicitar o seu conjunto
de simbolos, algumas vezes chamado de alfabeto, o qual denotamos
aqui por A.

Na busca por clareza e objetividade, trocamos a linguagem na-
tural por linguagens artificiais ou formais.

O conjunto das expressoes geradas a partir do alfabeto A ¢ o
conjunto de todas as sequéncias finitas de simbolos de A ou justapo-
si¢des finitas de simbolos de A.

Para a distingdo das expressoes bem formadas deste sistema
formal, temos regras gramaticais precisas.

Dentre estas expressoes bem formadas, destacamos o conjunto
das formulas, o qual denotamos por F. Dependendo do sistema for-
mal considerado, podemos ter outras classes de expressdes bem for-
madas. Indicamos as formulas por letras gregas mintsculas: ¢, ¥, o.

Outro item que ocorre nos sistemas formais axiomaticos ¢ um
conjunto de axiomas ou postulados, o qual denotamos por P. O con-
junto dos axiomas € subconjunto do conjunto das formulas. Assim,
0 que representa as leis do sistema axiomadtico sdo as formulas, estas
ultimas serdo os portadores de verdade, aqueles elementos que serdo
tomados como verdadeiros ou falsos.

Podemos desenvolver sistemas formais que ndo sejam axio-
maticos. Nestes casos, o conjunto P ¢ vazio e ainda assim termos
uma relacdo de consequéncia muito precisa. Sdo exemplos de tais
sistemas formais os tablos, os sistemas de dedugdo natural e alguns
calculos de sequentes.

O ultimo componente de um sistema formal ¢ o conjunto R
das regras de deducdo. Nao hé sistema formal sem regras. Sdo es-
tas regras que possibilitam a dedu¢do ou demonstra¢do no sistema
formal, isto ¢, a passagem de uma situacdo para outra situacdo que
explicita a nog¢do de dedugao.

Num sistema axiomatico, chamamos de feorema cada formula
¢ que:

(1) € um dos axiomas de S; ou

(i1) € conclusdo de uma regra de dedugao de R em que as hipo-
teses sdo teoremas de S.

Assim, um sistema formal S ¢ uma quadrupla S = (A, F, P, R),
em que:

(1) A é um conjunto, frequentemente enumeravel, de simbolos,
o alfabeto de S.
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Uma sequéncia finita de simbolos de A ¢ uma expressao de S.

(11) F € o conjunto das expressdes bem formadas de S.

(ii1) P ¢ um subconjunto de F, o conjunto dos axiomas ou pos-
tulados de S.

(iv) R € um conjunto finito de regras entre férmulas, as regras
de dedugdo, tais que se R(@, @,, ..., ¢, ) C R, entdo a formula 1),
conclusdo da regra, ¢ deduzida pelaregraR de @, 1 <i=<n.

Num sistema formal ou sistema axiomatico, os conceitos de
deducdo e demonstracdo sao muito precisos e inequivocos. Eles ca-
racterizam precisamente o que chamamos de consequéncia sintatica
ou consequéncia dedutiva.

Uma demonstragdo em S € uma sequéncia @,, @,, ..., @,_de
formulas tais que, para cada i, 1 =i=n, ¢ € um axioma ou ¢, ¢ dedu-
zida de formulas precedentes por alguma regra R de R. Um teorema
de S € como chamamos a Gltima féormula ¢_de uma demonstragio.
A féormula @_ € o teorema e o procedimento € uma demonstragdo de
¢, emS.

Segue destas defini¢des que uma demonstragdo ¢ um procedi-
mento e ¢ finito, pois acaba no passo n.

O conceito de dedugdo ¢ uma leve ampliagdo do conceito de
demonstragdo, de modo que toda demonstragdao ¢ um caso de dedu-
cdo.

Uma férmula ¢ deduzida ou derivada em S de um conjunto
I' de formulas, o que ¢ denotado por I" 2/, se existe uma sequéncia
P, P,, ..., @_de formulas de maneira que para cada 1 <i<n, ¢ € um
axioma, ou @. C I', ou @, € deduzido de formulas que ocorrem ante-
riormente na sequéncia, € @_¢€ 1. Esta sequéncia ¢ uma dedugdo de
Y a partir de I'. Os membros de I' sdo as premissas ou hipoteses €
¢ a conclusdo da deducao.

Uma formula ¢ deduzida do conjunto vazio, isto €, & 2, ¢
um teorema de S e ¢ usualmente denotado apenas por 2.

Observamos que esta caracterizacao da deducgdo formal explica
completamente a inferéncia dedutiva. Mais do que uma inferéncia,
este € um argumento dedutivo, pois cada passo da dedugdo precisa
estar muito bem justificado. Ele preserva os aspectos de necessidade,
formalismo e a prioridade.
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No cotidiano da matematica usual, ndo somos tdo explicitos
nas deducdes e demonstracdes. O texto fica menos pedante, mais
breve, embora menos preciso, perfeitamente compreensivel pelos
praticantes. Se fizermos questdo da precisdo, teremos que pagar o
preco da prolixidade.

Por outro lado, ainda no ambiente dos sistemas formais, temos
o conceito de consequéncia semantica.

Assim ¢ que atribuimos um valor (valoramos, interpretamos)
para os elementos sintaticos de S, no nosso caso, as féormulas de S,
sendo esse valor um elemento de uma estrutura matematica a parte
dos elementos de S. Esta estrutura pode até ser gerada por elementos
de S, mas isto ndo € essencial.

A atribuicao de valores mencionada acima, também chamada
de valoracdo ou interpretacdo, ¢ dada por uma fungdo, um conceito
bastante preciso, que atribui a cada formula, exatamente um signifi-
cado na estrutura matematica considerada como semantica ou mo-
delo para a légica.

Uma légica, como vimos, pode ter teoremas e nao teoremas.
Assim a estrutura semantica deve conter elementos para interpretar
estes e os demais itens. Chamamos mais especificamente de modelo
uma parte da estrutura semantica que interpreta a parte relevante de
S, fundamentalmente os teoremas e leis validadas.

Para simplificar, temos uma func¢do &: S ® M, em que € é a
funcdo de interpretagdo, S fica determinado por suas formulas e M é
a sua estrutura semantica.

A consequéncia semantica ¢ denotada por: I' & @, para TU{p}
C For(S).

Também entendemos que ¢ foi obtida de I', mas como se da
esta relagdao de consequéncia?

A ideia agora € que se a interpretacdo & leva cada elemento de
I' em elementos que representam a verdade, ou melhor, a validade
em M, entdo esta interpretagdo também leva o elemento ¢ num ele-
mento valido de M.

De modo breve, a consequéncia semantica ¢ valida, ¢ acei-
tavel, quando a interpretacdo leva elementos validos em elementos
validos. Da tradi¢do da logica, ¢ tal que leva verdades em verdades.

Seja §(T") = {E(y) : y & I'} o conjunto dos valores dos elemen-
tos de ' em M e D C M, o conjunto que representa os elementos
validos de M. Podemos indicar a consequéncia semantica por:

I' = @ se, e somente se, E(I') C D = E(p) C D.
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Também gostariamos de mostrar que I' = ¢ < I' = (, isto &,
que os dois conceitos de consequéncia formal, sintatica e semantica,
sdo equivalentes. Para muitos sistemas formais importantes este re-
sultado vale, porém ndo sempre.

Formalizacao de Tarski

Em meados da década de 1930, Alfred Tarski, um l6gico mate-
matico polonés, introduziu a definicdo de operador de consequéncia
(de Tarski) com a finalidade de caracterizar, através de uma funcao, o
conceito de consequéncia logica. Tarski buscou aspectos gerais que
as muitas logicas conhecidas naquele momento tinham em comum.
Assim, a definicdo de Tarski engloba uma classe bastante ampla de
logicas, mas ndo todas as logicas. Aquelas logicas que respeitam esta
definicdo de operador de consequéncia sdo nomeadas de l6gicas de
Tarski (FEITOSA, NASCIMENTO, SILVESTRINI, 2014).

Definicao 1: Um operador de consequéncia sobre E ¢ a uma
fungdo C: P(E) ® P(E) tal que, para todos A, B C E, valham:

(C,) AC C(A) [autodedutibilidade]

(C))AC B =>C(A) C C(B) [monotonicidade]

(C,) C(C(A)) € C(A) [idempoténcia].

Para todo operador de consequéncia C, por (C)) e (C)), vale a
igualdade C(C(A)) = C(A).

Defini¢ao 2: Um operador de consequéncia C sobre E ¢ finitd-
rio quando, para todo A C E:
(C,) C(A) =U{C(A) : A, é subconjunto finito de A}.

Tarski mostrou, em seus textos que, (C), (C,) € (C,) garantem
(C).

Definicao 3: Espaco de Tarski (sistema dedutivo, espago de
fecho, légica) é um par (E, C), em que E ¢ um conjunto qualquer e
C ¢é um operador de consequéncia sobre E.

Esta defini¢do € bastante geral, pois entende como logica todo

conjunto sobre o qual caracterizamos um operador de consequéncia
de Tarski. As légicas usualmente encontradas nos textos de logica
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sdo mais especificas, por trazerem muitos mais elementos definido-
res. Contudo, de modo geral, sdo sistemas de Tarski.

Defini¢cdo 4: Seja C um operador de consequéncia sobre E,
o conjunto A ¢é fechado em (E, C) quando C(A) = A, e A ¢ aberto
quando o complementar de A, denotado por A®, é fechado em (E, C).

Proposiciao 5: Se (E, C) ¢ um espago de Tarski, entdo o domi-
nio E ¢ fechado, o conjunto & € aberto e para todo A € E, o conjunto
C(A) ¢ fechado. [

Proposicao 6: Toda interseccdo de conjuntos fechados num
espaco de Tarski (E, C), ¢ ainda um conjunto fechado. Toda unido de
conjuntos abertos ¢ um aberto de (E, C). m

Certamente, C(J) ¢ E correspondem ao menor ¢ ao maior fe-
chados, respectivamente, associados ao operador de consequéncia C
sobre o conjunto E.

Defini¢do 7: Um espago de Tarski (E, C) é vdcuo se C(QD) =
.

Defini¢do 8: Num espago de Tarski (E, C), dois elementos X, y
C E sdo equivalentes relativos ao operador C, o que ¢ denotado por

x ~y, se C({x}) = C({y}).

Com estes elementos, demos uma caracterizagdo matematica
para o conceito de logica.

Relacao ou funcao

Nos textos de logica, com frequéncia, associamos o conceito
de consequéncia a uma relagdo que atribui a cada conjunto de pre-
missas exatamente um elemento como consequéncia, a conclusao.

Esta abordagem generaliza a nossa concepg¢ao de inferéncia.

Defini¢ao 9: Denominamos uma relagdo R C E x E de equipo-

tente; e uma relagdo R C P(E) x E de ndo-equipotente, em que P(E)
¢ o conjunto das partes de E.
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Dai, uma rela¢do de consequéncia de conclusdo unitaria ¢ um
caso de relacdao de consequéncia nao-equipotente, enquanto que uma
relacdo de consequéncia de multiplas conclusdes serd exemplo de
relacdo de consequéncia equipotente.

O conceito de operador de consequéncia de Tarski, definido
na se¢do anterior, ¢ um exemplo de relagdo equipotente, visto que
C: P(E) ® P(E), isto €, a fungdo C é uma relagdo contida em P(E)
x P(E).

Defini¢ao 10: Seja E um conjunto nao vazio. Para AUBU{x,
y} CE, arelagdo - C P(E) x E é uma relagdo de consequéncia sobre
E se valem as condicoes:

R) x} Fx

(R)A+x=>AUB I x

R)AFxeAU{X} Fy=>AtYy.

Denotamos o sistema dedutivo dado pelo conjunto E e a rela-
¢do de consequéncia — sobre E por (E, ).

Proposicao 11: A relagdo de consequéncia + acima, sobre E,
determina uma relacdo de ordem parcial dada por:
(i) x} Fx; (i) {x) - ye dy) - z=> {x} -z (i) {x} -y
e{y}Fxex~y.
Demonstragdo: (i) € consequéncia de (R)), (ii) se {x} -y e
{y} Fz,por (R), {x} Fye {x}U{y} - ze, dai, por (R)), {x} - z;
(ii11) decorre de x e y terem as mesmas consequéncias. ]

Proposicao 12: Se (E, C) ¢ espago de Tarski, entdo a relagdo
induzida por A - x < x € C(A) determina uma relagdo de consequ-
éncia conforme a Defini¢do 6.2.

Demonstragdo: Por (C)), {x} C C({x}) < x C C({x}) & {x}
- x. Assim, vale (R)).

Se A + x, pela indugdo, x C C(A) e, dai, por (C)), como A C
AUB, x € C(AUB). Mais uma vez pela inducdo, AUB I x. Entao,
vale (R)).

Se A + x e AU{x} F vy, pela indugdo, x C C(A) ey C
C(AU{x}). Dai, por (C,),y € C(AU C(A)) e, por (C,), y C C(C(A))
= C(A). Pela indugdo, A + y. Logo, vale (R,). m

Agora, a reciproca.
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Proposicao 13: Se (E, ) representa uma relagao de consequ-
éncia segundo a Defini¢ao 6.2 e definimos C(A) = {x : A I x}, entdo
C é um operador de Tarski sobre E.

Demonstragdo: Por (R,), se x & A => A - X ¢, portanto, A C
C(A), donde vale (C)).

SeACBeyC C(A),entdio At+y. Por (R)),AUB Iy e, assim,
B - y. Dai, y C C(B) e vale (C,).

De (R,) temos que A - x e AU{x} -y =>A I y. Dai e segundo
o operador C, temos que, para todo x, se x © C(A) e y € C(AU{x}),
entdoy C C(A), entdo, por (R ) e (R)),sey C C(AUC(A))=C(C(A)),
entdo y C C(A). Desse modo, vale (C)). [

A nossa relagdo de consequéncia ¢ tal que a cada momento
obtemos um elemento x a partir de um conjunto A, o que ¢ denotado
por A = x. Podemos abusar da notagdo e escrever A - B,se A -y,
para todoy € B.

Nas logicas conhecidas, € bastante comum a presenca de teo-
remas. Teoremas sdo aqueles elementos essenciais em algumas 16gi-
cas e tais que ndo dependem de quaisquer elementos anteriores. Por
isso sdo obtidos do conjunto vazio .

Definiciao 14: O conjunto dos teoremas de (E, ) ¢ dado por
T={xCE:J+ x}.

Também ocorrem com frequéncia nas ldgicas os elementos ex-
plosivos, aqueles que geram todos os demais elementos.

Definicao 15: O conjunto dos elementos explosivos de (E, )
¢ dadopor L= {xCE:x+ E}.

Proposicao 16: Se (E, C) admite teoremas, entdo cada ele-
mento t & T é maximal com relagdo a ordem da Proposi¢ao 6.3.

Demonstragdo: Como & + t, entdo para todo x € E, temos que
{x} ~ t. Logo, segundo esta ordem, nenhum elemento ¢ maior que
qualquer teoremat. m

Para cada t C T, temos que a classe C(t) =T e paracadae C 1,
C(e) = E. Num sistema esqueleto, dado pela relagao de equivaléncia
~ da Proposicao 5.8, entdo L ¢ o menor elemento e T ¢ o elemento
maximo, segundo a ordem do sistema esqueleto.
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Proposicao 17: Se (E, C) admite elementos explosivos, entdo
cada elemento ¢ € L é minimal com relagdo a ordem da Proposi¢ao
6.3.

Demonstragao: Imediato pela definicdo de L. m

Consideracoes finais

Neste artigo apresentamos caracterizacdes sutilmente distintas
para os termos ‘“argumento”, “raciocinio” e “inferéncia”, os quais
geralmente sdo tomados como sindnimos.

Ao longo da maior parte da exposi¢cao falamos de consequén-
cia como uma relacdo entre uma ou mais premissas € uma conclu-
sdo, mas, claramente, poderiamos considerar conclusdes multiplas e
mantermos de forma analoga os conceitos discutidos. O operador de
consequéncia na Defini¢do 1, por exemplo, ¢ um caso em que temos
conclusdes multiplas.

No ambiente formal, pudemos definir precisamente o conceito
de consequéncia dedutiva. Algo interessante seria tratar de maneira
semelhante os conceitos de consequéncia indutiva e consequéncia
abdutiva.

Na literatura encontramos artigos que buscam tratar, de alguma
forma, as inferéncias indutivas, como o de Reiter (1980) que forma-
liza argumentos padrdes do tipo “na auséncia de alguma informacao
contraria, assume-se...”, ou seja, argumentos que ‘quase sempre’ sao
verdadeiros, com algumas excec¢des. Também Gracio (1999) intro-
duziu uma familia de sistemas l6gicos a fim de formalizar algum tipo
de argumento indutivo, em que cada representante ¢ chamado 16gica
modulada. Bem como encontramos artigos que tentam formalizar o
conceito de inferéncia abdutiva, por exemplo, (ALISEDA, 2006) e
(DILLIG, DILLIG, 2013).

Como pesquisas futuras ainda podemos explorar artigos que
tratam destes dois tipos de consequéncia, indutiva e abdutiva, e, qui-
¢4, sustentar nossas proprias formulagoes.
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